Calculo B - 1* Prova - 10/02/2021

Aluno - Claudir Dias Barbieri
N° Matr. 50085

Respostas

1 Questao a

Calcule a integral abaixo:

I:/ﬁ da (1a)

Solucao:
Vamos fazer a seguinte substituicao de variavel

r=atgu = dr=asectudu e z°=da*t¢*u

Substituindo em (1a) obtemos

2
asec’u a sec” u
/ du:/ du:/secudu
vVa(l + tg?u) asecu

Vamos multiplicar e dividir a expressao por sec u + tan u, ob-
tendo

du

I_/secu(sequrtanu)d /se(32u+secu tan u

sec u + tan u sec u + tan u

Fazendo a integracao por substitui(;éo e sendo v = sec u+tan u,
entdo dv = (sec u tan u + sec? u) du. Assim

d
I:/secudu = /—v:ln]U]+C'
v

Retornando a variavel u, obtemos
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I = /secudu = In | sec u+ tan u |+ C"

onde C" € R é a constante de integracao.
Por outro lado, temos

2 2

& 2 & 2
tgu=— = tgu=— = tgu+ 1= sec
a a

Dai, obtemos
Va2 + a?

a
Logo, obtemos a seguinte resposta

SECU =

Ou, alternativamente, podemos escrever

In(vVa? + a®> + ) — lna + '

1
I: —df,C:
./\/a:2+a2

Como C” é uma constante arbitraria e In(a) também é, entdo
podemos junta-los em uma tunica constante e reescrever como

In(vV2? +a?> +2) + C

1
[= | ——— dz =
/\/:c2+a2

onde C' € R é a constante de integracao.
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2 Questao b

Calcule a integral abaixo:

I / S

= | —/———=dx
rvVx? + a?

Solucao:

Vamos fazer a seguinte substitui¢ao de variavel

2

r=atgu = dr=aseudu e z*=d’t¢’u

Substituindo em (1b) obtemos

asec’u asec’u cosecu
I= du = [ 2200 gy =
atgu\/a2(1 + tg®u) a“tgusecu a

Por outro lado, sabemos que

/cosecu du = In(cosecu — cotgu) + C'

Entao, obtemos

1
I = = In(cosecu — cotgu) + C" (2b)
a

e sabemos que

a
cosecly = ——— e cotgu = —
x
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3 Questao c
Calcule a integral abaixo:

I = /3671533 dx (c1)

Solucao:

Sabendo que sen?

2

xr = 1 — cos” x, podemos escrever

I = /senm sen’x senz dr = /sen 2(1 — cos® x) (1 — cos®x) dx
Desenvolvendo, encontramos

I = /senx(l —2cos*x + cos’z) dx

I:/senx dr — 2 /sena: cos® x dx —I—/Senx cos* x dx

Vamos desenvolver cada integral separadamente. A primeira, o
resultado é trivial, ou

I zfsenx dr = —cosx + C}

Para a segunda integral facamos

u=cosr = du=—senxdr (c2)

Dessa forma, substituindo temos

2 2
]2:2/u2du:§u3+02:gcos3x+02

Para a terceira integral, continuamos usando a relacao (c2).
Dessa forma

1 1
]3:—/u4du: —gu5+C’3 = —gcos5sc+03

Agora, somando algebricamente os valores encontrados e fazendo
C =Cy + Cy + C3, obtemos
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I =—cosx+ gcos% I 5003% + C
onde C' € R é a constante de integracao.

4 Questao d

Calcule a integral abaixo:

I= /sec3x tgx dx (d1)

Solucao:
Lembrando que secx = 1/cosx e que tgx = senx/cos x, temos

1  senx senx
I= [ seztgr dv = 5 dx = T dz
COS° T COST cos*x

Vamos fazer a seguinte substituicao de variaveis:

u=cosx = du=—senxdx (d2)
du y 4 us
I=— | —=-— tdu = — C=—+C
ul ,/“ R 3 "

Retornando a relagao (d2), obtemos

1 +C:S€C3x—|—C

3 cos3x 3

I:/seCSxtgx dr =

onde C' € R é a constante de integracao.
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5 Questao e

Calcule a integral abaixo:

I = /sen4x cos® x dx (le)

Solucao:
Para resolver esta questao vamos usar as duas relagoes trigono-
métricas mostradas abaixo:
. 1 + cos(2x) 9 1 — cos(2x)
cos” x = 5 e sen“x = 5

Assim, podemos fazer a seguinte substituicao

1 — 22\ /1 9
S€TL4$ COSQ.CL’ = < C;S( $)) < + CSS( $))

Desenvolvendo

1 2 222)\%*/1 9
sentz cos — (_ _ cos(2 ) n cos” ( x)) ( + cos( x))

4 2 4 2

Com isso obtemos
4 2 1 2 3
sen” x cos“r = §(1 + cos(2x) — cos” (2x) + cos’ (2))

Fazendo u = 2z, entdo dr = du/2. Assim, para a integracao
temos

1
I = e (1 — cosu — cos>u + cos®u) du
A integral de —cosu = —senu. A integral de —cos’u =

—sen (2u)/4 — (1/2)u, valor este demonstrado em Anexo I, no
final da prova. E a integral de cos®u = senu — sen®u/3, valor este
demonstrado em Anexo II, no final da prova. Entao, obtemos:

1 2 1 3
]:E<u—senu—%(u) — §u+senu— 867; u) +

Reorganizando os termos e fazendo as simplificacoes encontra-
mos:
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1 <1 sen (2u) sen3u> Lo

S\ T T 4 T T3
Porém, sabemos que u = 2x. Entao a expressao final é:
7 sen(4z)  sen®(21)
I=— — — C
16 64 48 *

onde C' € R é a constante de integracao.

6 Questao f

Calcule a integral abaixo:

I = /003 (ax) cos (B x) dx (1f)

Solucao:
Da trigonometria temos a seguinte relacao:

1
cos A cos B = 5[003 (A—B) + cos(A+ B)]

Adaptando para o nosso caso, temos que:

I= %/cas(a—ﬁ)xdaz + %/cas(oanﬂ):cdx

Como as duas integrais sao triviais, temos o seguinte resultado:

sen (o — B)x sen (o + B)x

=S -p T 2rp

+ C

onde C' € R é a constante de integracao.
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7 Questao g
Calcule a integral abaixo:

JZ/de (1)

Solucao:
Facamos a seguinte transformacao de variaveis:

r=v2sent = dx=+/2costdt (2)

Entao, podemos escrever

[:/ V2 — 236n2t\/§costdt:/ 2v/1 — sen?t costdt
Mas v1 — sen?t = cost, portanto

I=2 / cos® tdt (3)
Por outro lado, conhecemos a seguinte relacao trigonométrica

003275—1 + cos21
2 2

Substituindo em (3) e efetuando o célculo, encontramos

]z/(l—l—coth)dt = /dt+/6052tdt

Assim, obtemos

sen2t
2

I'=1+ +C

Baseado na relagao (2), temos

X .
t = arcsen — e também sabemos que sen2t = 2sent cost

V2
sabendo que cost = /1 — sen?t = /1 — 22 /2, obtemos

7 V2 — 12

I =t+sent cost + C = arcsen — + —— + (C

NG 2

onde C' € R é a constante de integracao.

8
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8 Questao h

Calcule a integral abaixo:

I = /arctgx dx (h1)

Solucao:
Vamos aplicar integracao por partes, fazendo:

1

T e dv=dr = wv=u=x
z

u=arctgr = du=
Entao:

I=uv — /vdu = xarctgzx —/ Y dr
1+ 2

Para resolver esta integral, vamos usar uma variavel de substi-
tuicao. Assim:

t=14+ 2> = dt=2zdx

Entao ficamos com a seguinte relacao:

1 [dt 1
:xarctgx—§ ry :xarctgx—§ln\t|—|—0

Retornando a variavel x, obtemos

1
]:/arctg::r; dx = zarctgr — §ln(1—|—x2) + C

onde C' € R é a constante de integracao.
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9 Questao i

Calcule a integral abaixo:

vVr—1
dx
95

Solucao:
Vamos fazer a seguinte substituicao de variavel:

r=sectu = dr=tgusectudu e Vo —1=+/se?u—1=tgu

Substituindo em (il) obtemos

VT — tgu t
:/ x gu tgu sec udu:/tg2udu
x

sec?

Assim, temos

/tg2u du:/(sec2—1) du=tgu —u+ C'

Usando as relagoes da substituicao de variaveis e retornando a
variavel x, encontramos

Ve —1=+/sec?u—1=tgu e u=arctgvr — 1

Assim, podemos escrever a solucao final, ou

sz_1al:I:: Vo — 1 — arctg(Vx — 1) + C
7

onde C' € R é a constante de integracao.

10
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10 Questao j

Calcule a integral abaixo:

[ RN (1)

Solucao:
Vamos reescrever a integral passando /z para o denominador.
Assim, obtemos:

[ ovE 1 |
I=) o= / py—T (72)

Vamos fazer a seguinte mudanca de variavel

t=a*  z=t* logo dr=4t>dt (53)
Substituindo (j3) em (j2), obtemos

1 415 dt
I= 413 dt =
/t+t2 /t3+1

Vamos fazer mais uma mudanca de variavel, ou

u=t"+1 = du=3t2dt obtendo t=(u—1)Y> (j4)
Dessa mudanca de varidavel vamos obter o valor de dt, ou

du
3(u—1)%3

Reescrevendo a integral temos

4 — 1)5/3 4 —1 4
]:—/(u ) du :_/u du:—/u_l(u—l)du
3 u (u—1)23 3 u 3

Podemos escrever
4 4 4
I:§/du— §/u_1du: g(u—ln|u|)

Conforme a relacao (j4), temos que u = t* + 1, entao podemos
escrever

dt =

11
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4
I = §[(t3—|— 1) — In|t? + 1|]

Mas pela relagao (j3), temos que ¢t = z'/* retornando & varidvel
x. Logo

4
I = g[($3/4+ 1) — in|z¥* + 1\] +C

onde C' € R é a constante de integracao.

11 Anexo 1l

Calcule a integral abaixo:

I= /COSQ(U)CZU :/COSgQU) du + %/du (A1)

Solucao:
Acima, usamos a relacao trigonométrica

) 1 dt
COSQ(U):M—F— e fazendo t=2u = du=—
2 2 2
Obtemos
cos(t) 1 sent t ,
/ 5 + 1 / 1 + 1 + C
Substituindo t = 2 u
2 1
12/0032(u)du:%(u)+§u + C

onde C' € R é a constante de integracao.

12
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12 Anexo 11

Calcule a integral abaixo:

I— / cos’(u)du (42)

Solucao:
Lembrando a relacao trigonométrica cos
mos escrever

2¢ =1 — sen’z, pode-

[ = /0033(u)du = /(1 — sen®u) cosu du

/= /0033(u)du = /cosu du — /Sen2u cosu du

A solugao da primeira integral é trivial, ou

[1:/cosu du= senu + C4

Na segunda integral fazemos ¢t = senwu entao dt = cosu du.
Logo:

3 3

Logo, realizando a soma I = I} 4 I» e obedecendo os sinais, além
de fazer C' = C; + (5, encontramos:

t3 3
12:/t2dt — —+02:86n u+02

S@TLS

C
3 +

I = /cosg(u)du = senu —

onde C' € R é a constante de integracao.

13



